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Resumen 

Resumen En recientes estudios se ha des:.molbdo un elemento finito cohesivo tridimensional basado en una ley cohesiva 
irreversible del tipo Smith-Ferrante. En el presente trabajo se aplica dicho modelo al estudio del crecimiento de grietas 
por fatiga sobre probetas de tipo CT ("compact tension"). Utilizando una malla simplificada de elementos finitos, se han 
implantado diferentes algoriunos de extrapolación para evaluar la evolución de la longitud de grieta con el número de 
ciclos y se han comparado con el resultado analítico. 

Abstract In rccent studies a tridimensional cohesive finite elemcnt has becn developed based on a Smith-Ferrante-type 
irreversible cohcsive law. In thc prcsent work this model has bccn applied to the study of the fatigue crack growth 
in a Compact Tcnsion specimen. Using a simplified finite element mesh, different extrapolation algorithms have been 
implemcntcd and uscd to evaluatc thc fatigue crack growth ratc. This simulations have bccn comparcd with the analytical 
result. 

1 INTRODUCCIÓN 

57 

En este artículo se propone una aproximación a la predic
ción de la vida a fatiga basada en el uso de leyes cohesi
vas. Se parte del punto de vista que considera la fractura 
como un fenómeno gradual, en la cual se considera que 
la zona cohesiva en frente de punta de grieta ofrece la re
sistencia a fractura. La fractura desde el punto de vista 
macroscópico debe entrañar cierta irreversibilidad en el 
proceso, lo que requiere la formulación de leyes ineversi
bles de tipo cohesivo como las propuestas por Needleman 
[8] o Camacho y Ortiz [3]. La irreversibilidad asociada 
a la descarga conduce a la acumulación de daño, aspecto 
que es particularmente crítico en simulaciones de creci
miento de grieta por fatiga. En este artículo se presenta un 
análisis para evaluar el comportamiento numérico de dis
tintos métodos que estiman la variación de la longitud de 
grieta con el número de ciclos. Estos métodos pretenden 
ser una primera aproximación a problemas de crecimien
to por fatiga en presencia de zonas plásticas grandes así 
como etapas cercanas a la rotura definitiva. 

2 UNA CLASE DE LEYES COHESIVAS 
IRREVERSIBLES 

La pérdida gradual de resistencia con aumento de separa
ción entre las caras de la grieta tiene como resultado final 
el crecimiento de la misma. La ley cohesiva determina la 
energía de separación o energía de fractura requerida para 
la completa formación de la superficie libre. En esta sec
ción se formula una clase de ley cohesiva inelástica que 
porporciona la base sobre la que se sustenta el modelo de 
crecimiento por fatiga empleado. 

Se considera un cuerpo en una configuración inicial B0 C 
R3 . El cuerpo realiza un movimiento descrito por una 
transformación x : B0 x [0, T] -+ R3 , donde [O, T] es 
el intervalo de tiempo considerado. Sea F el gradiente de 
deformación y P el tensor de tensiones de Piola-Kirchoff 
[ 13]. El contínuo está dividido en dos partes Bt por una 
superficie cohesiva So orientada según su normal unita
ria N. La potencia de las fuerzas de volumen p0 b y las 



58 ANALES DE MECANICA DE LA FRACTURA Vol.15 (1998) 

fuerzas de contorno tes: 

rtr = ¿ r Po b . X dVo + ¿ r t . X dSo (1) 
lBt laB~ 

donde la suma es sobre las dos partes del cuerpo Bt. De 
igual forma la energía cinética del cuerpo se expresa por: 

(2) 

La potencia debida a la deformación, es decir, la parte de 
la potencia aplicada al solido y que no es empleada en 
aumentar su energía cinética es por tanto: 

¿ r Po (b - x) . X riFo 
}B± 

u 

+ L r t. xdSo laBt; 

(3) 

Adicionalmente, el equilibrio de cantidad de movimiento 
implica: 

Vo ·P 

P-N 
IIP·NII 

= Po (x- b) 
t 

lltll =o 

en Bt 
sobre éJB± o 

sobres± o 

(4) 

(5) 
(6) 

donde V o· representa la divergencia material sobre B0 y 
N es la normal unitaria. Substituyendo (4) en (3), apli
cando el teorema de b divergencia y haciendo uso de (5) 
y (6) se obtiene la potencia de deformación: 

pD = L r ± p . F dVo + L ~ t . llxll dSo (7) 
J B 0 Js" 

Esta expresión generaliza la fórmula de la potencia de 
deformación [7] para cuerpos con superficies cohesivas. 
Como en sólidos convencionales, en la primera integral 
de (7), el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff 
P opera en el gradiente de deformación F sobre el volu
men del cuerpo. En la segunda integral las tracciones tra
bajan sobre los incrementos de los desplazamientos ("de 
apertura" ) sobre la superficie cohesiva 50 . 

8 = llxll (8) 

Las anteriores expresiones fijan la base para el desarrollo 
de una teoría general de cohesión en sólidos, en la que los 
desplazamientos de apertura 8 son una medida de defor
mación y las tracciones la medida de tensión conjugada. 

Se consideran las leyes cohesivas que derivan de una 
energía libre cP ( 8) e) q) de la forma: 

(9) 

donde e es la temperatura local y q es cualquier conjunto 
adecuado de variables internas que describen el proceso 
inelástico relacionado con la decohesión. La evolución 
de las variables internas de q se asume determinada por 
un conjunto de ecuaciones cinéticas en la forma general: 

q_ = r (8, e, q) (10) 

Este estudio se restringe a procesos isotérmicos (indepen
dientes de {}), de forma que la estructura potencial que 
posee la ley cohesiva es una consecuencia directa de la 
primera y segunda ley termodinámica [5],[6]. La ventaja 
de éste método es que podemos reducir la identificación 
de la ley cohesiva desde las tres funciones independientes 

t ( 8) e' q) a una única función 9 ( 8' e' q). 

La formulación de las leyes cohesivas en modo mixto si
gue a Camacho y Ortiz [3] para definir un desplazamiento 
de apertura efectiva ó. La ley universal de Smith-FeiTante 
y su aplicación sistemática según [ 1] proporcionan la si
guiente expresión de la función potencial: 

(11) 

donde CJc es la tracción cohesiva normal máxima y Óc es 
un desplazamiento de apertura característico. 

3 ELECCIÓN DE MATERIAL Y PRO
BETACT 

El material elegido para la simulación del crecimiento por 
fatiga es la aleación Al-7075-T6 con características: 
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a) Modelo CTJ b) Modelo CT2 

Numero de elementos 830 
Numero de nodos 6828 

2 

Elemento Elastoplastico 

Tridimensional 

Elemento Elastoplastico 

Tridimensional 

Figura 1: Tipos de malla empleados para modelar probeta CT. 

Tabla 1: Propiedades mecánicas de Al-7075-T6 

Propiedad Valor 

Módulo Elástico 72000 !liPa 
Límite Elástico 530MPa 

Tensión de rotura 593 !liPa 
Tenacidad a la fractura 2490MPayrnm 

Valor crít. energ. lib. en la fractura 86 MPamm 
Apertura crítica 0.053 mm 

La probeta que se ha elegido para realizar la simulación 
es una CT ( "compact tension" ). De acuerdo con la nor
ma ASTM E 647 [2] se eligen las dimensiones: 

Tabla 2 : Dimensiones importantes de la probeta CT 

1 Dimensión 1 Valor 

a 75mm 
w 150mm 
B 10mm 

4 DESCRIPCIÓN DE LOS MODELOS 
GEOMÉTRICOS EMPLEADOS 

Se ha modelado la probeta CT siguiendo dos filosofías 
(Figura 1 ). El primer modelo (CT1) simula con todo de
talle la geometría, incluyendo la forma de la entalla y los 
puntos de aplicación de la carga. En el segundo (CT2) se 
recurre a una geometría mucho más sencilla consiguien
do un menor número de elementos. 

En ambos modelos condiciones de contorno apropiadas 
evitan problemas de convergencia asociados a modos de 
sólido rígido provocados por rótulas plásticas espúreas. 
En la Figura 1 se muestra con detalle la inserción de ele
mentos cohesivos entre las caras de los elastoplásticos. 

El modelo numérico empleado contiene dos tipos de ele
mentos, el primero elastoplástico tridimensional mejora
do ("enhanced") propuesto por Si m o et al. [ 1 0], y el se
gundo cohesivo tridimensional de comportamiento irre
versible basado en la ley de Smith-Ferrante [ 1] 

La carga exterior que actúa sobre la probeta se aplica de 
forma diferente en función del modelo. Para CTl se apli
ca en el nodo central de la malla de los bulones, resul
tando una concentración de tensiones local. En CT2 se 
aplica una distribución superficial tangencial equivalente 
a la tensión exterior. 

Ambos modelos no utilizan simetría respecto al plano de 
la fractura: introducir simetría por medio de desplaza
mientos nulos sobre los elementos cohesivos prescribe 
sus estados de daño. 

4.1 Evaluación de los resultados para el caso 
de carga estática 

Atendiendo a los resultados que se obtienen de los dos 
modelos bajo carga estática se concluye que es más útil 
emplear el modelo CT2, con mejor relación resultados 
frente a tiempo de cálculo: la distribución de tensiones 
verticales es muy parecida en valor y forma para los dos 
casos, sin que en CT2 aparezcan de concentración de ten
siones en los puntos de aplicación de carga (Figura 2). 
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a) Modelo CT 1 

STRESS 3 

,------, -6.96E+01 

f---t 7.44E+01 

¡....,._,-..,--t 1.55E+02 

f-:...:..::-t 2.37E+02 

3.18E+02 

4.00E+02 

4.81E+02 

5.62E+02 

STRESS 3 

-5.22E+01 

f----l 4.03E+01 

b=-t 1.33E+02 

p.....::...;-f 2.25E+02 

b) Modelo CT2 

3.18E+02 

4.10E+02 

5.03E+02 

5.96E+02 

Figura 2: Distribución de esfuerzos en la dirección 3 mostrando la zona plástica de las probetas CT. 

5 CRECIMIENTO DE GRIETA POR FA
TIGA 

5.1 Cálculo analítico vida ª fatiga 

En primer lugar se presentan las fórmulas analíticas [2] 
[ 4] para evaluar la vida a fatiga de la probeta CT. Consi
derando la expresión del factor de intensif1cación de ten
siones que proporciona la norma [2] podemos evaluar el 
incremento de dicha magnitud en un ciclo, según: 

!::..K = !::..P 2 + ~ p(O 
B.jW (1- 03/2 

~ ~ 0.2 (12) 

donde: p(O = o.ss6 + 4.64 ~- 13.32 e+ 14.72 e -
5.6e y~= ajw. 

Introduciendo estos valores en un ecuación de velocidad 
de crecimiento (Forman) podemos evaluar la vida de la 
probeta como: 

1
~1 

N = ~· 1/J(O d~ (13) 

donde ~~ es la mínima longitud de grieta que cumple 
K(~¡) ~ K e donde K e es la ten'acidad a fractura. 

5.2 Extrapolación numérica del dañoª fatiga 

En un estudio de crecimiento de grieta por fatiga es habi
tualla presencia de cientos de miles de ciclos, por tanto se 
introduce en la formulación del elemento finito cohesivo 

algoritmos de extrapolación de daño que permitan la eva
luación de éste para un número significativo de ciclos en 
cada paso computacionaL Los métodos aquí propuestos 
se basan en variaciones del desarrolo en serie de Taylor 
para la función de daño, que en el instante n + 1 se puede 
evaluar como: 

( 14) 

donde la evaluación de la drj;j dN en el instante n es ob
jeto de esta sección, y para todos los casos !::..Nn+l se 
calcula según: 

!::..N _ cPcoh - ePa 
n+l - (!!.!!!..) 

dN 
11 

(15) 

que es el incremento de ciclos necesarios para que los 
puntos de daño c/Jo en el instante n alcancen un daño cPcoh· 

suficiente para pertenecer al frente de grieta . Este valor 
suele fijarse a efectos prácticos en el 80% del valor crítico 
de la energía liberada en la fractura G e, demostrando los 
cálculos actuales que la elección arbitraria de este valor 
no afecta fundamentalmente a los resultados finales. 

En las siguientes subsecciones se presentan los modelos 
que calculan el incremento de la función de daño con el 
número de ciclos dc/J/ dN. Estos modelos se implantaran 
en el programa de elementos finitos FEAP. [ 11] 

5.3 Modelo lineal 

En este modelo la derivada de la función de daño, expre
sada como tracción efectiva dcjJ j dt5 cambia de variable al 
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objetivo dr/J/ dN mediante el incremento de ó y N entre 
los instantes n y n-l. El salto 6.Nn+l se fija a un valor 
constante relacionado con un incremento de ciclos carac
terístico, siendo lo suficientemente pequeño para evitar 
problemas de no convergencia numérica. 

drp 
dN 

drp Ón- Ón-1 

dJ Nn- Nn-1 
(16) 

5.4 Modelos de velocidad de crecimiento 
exponencial 

Se ha realizado otra aproximación de drp / dN teniendo en 
cuenta que la función de daño realmente depende de la 
apertura, que se puede relacionar con el número de ciclos 
mediante: 

drjJ (drjJ) 
3 

íT da 
dN = dó ECJu dN 

(17) 

esta fórmul::i se basa en las aproximaciones 

[(2 (J2 íTCL 
Órv--rv--

E CJy CJyE 
( 18) 

De esta forma se puede relacionar el objetivo dr/J/dN y 
las conocidas expresiones para el crecimiento de grietas 
por fatiga: ecuaciones de Paris, Walker y Forman: 

Tabla 3 : Ecuaciones de velocidad de crecimiento expo
nencial 

1 Ecuación 1 
(' 

Paris e t:J.J(111 

Walker 1 ' (1-R)(l -¡)ml 

Forman o ]( -
(1-R) Kc-::.K 

5.5 Modelo geométrico de apertura 

Según Suresh [9] la velocidad de crecimiento de grieta 
por fatiga en la zona lineal de la ecuación de Paris es pro
porcional al incremento de la apertura del frente de grieta. 
La base física de este modelo es la relación geométrica 
entre el espaciado de las estriaciones (marcas de playa) y 
el proceso de achatamiento en punta de grieta ("crack tip 
blunting"). La variación del daño con el número de ciclos 
se expresa según: 

drjJ 
dN (

drp) 3 
1f (!:J.ó) 

dó E CJy 
(19) 

Las características de este modelo permiten incluirlo de 
una forma natural en la teoría cohesiva ya que a diferen
cia de los anteriores drp / dN no depende directamente del 
valor del incremento de concentración de tensiones !:J. K, 
que en todo caso en los modelos cohesivos no hay que 
calcular. 

••¡;:==:::r=======::2::::;---r----¡---¡ 

86 

84 

+---+ M. Lineal 
o---o M. Exponencial {Forman) 

M. Apertura 
l:l--iJ M. Teorice 

74oc_ __ s:'-oo=----:-:,o'c:::o---:,-::':sc-=-o ---:::,o'=-=oo---:,-:::so-=-o ---:73:~c·o 
Numero de c;cias 

Figura 3 : Evolución de la longitud de grieta con el núme
ro de ciclos. Parámetros de la simulación Pmax = 5GOON 
y R = 0.15 

5.6 Análisis de los resultados 

En la Figura 3 se presentan los resultados obtenidos en 
la extrapolación para el criterio analítico y los numéricos 
(elementos finitos) anteriores. 

En primer lugar el resultado analítico, con el que se van a 
comparar los demás, aparece lineal ya que se dibujan só
lo los 3000 primeros ciclos. Las tres curvas de resultados 
numéricos comienzan en el mismo punto ya que el inicio 
de la simulación se hace de la misma forma. 

Se observa que el método de apertura es el que menos se 
ajusta al analítico en este rango de ciclos. El método ex
ponencial basado en la expresión de Forman [ 4] presenta 
un mejor ajuste aunque es el más inestable numéricamen
te sobre todo cuando la simulación es hasta la rotura, de
bido a la singularidad que la ecuación de Forman presenta 
en puntos cercanos a la fractura. 

El método numérico que más se aproxima al analítico es 
el lineal. Aunque pudiera parecer que métodos más so
fisticados debieran ajustarse mejor al analítico, un factor 
adicional es que en este método !:J.Nn+l se fija a un valor 
constante, lo suficientemente pequeño para que no pro
porcione problemas numéricos. Nótese que los diferentes 
métodos utilizan diferente número de pasos. 
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El objetivo a medio plazo de esta línea de investigación 
es, basándose en el estudio de la física cohesiva del pro
blema, obtener valores de D..Nn+l variables y óptimos 
para simular correctamente la curva de crecimiento en ca
da momento. 

6 CONCLUSIONES 

Los métodos presentados pretenden simular la parte cen
tral del crecimiento de grieta por fatiga en una probeta 
CT. El objetivo futuro es calibrar un nuevo método nu
mérico basado en los elemento finitos a emplear en la 
simulación de situaciones más complicadas [ 12] 

Las pruebas realizadas muestran que los métodos basados 
en la velocidad de crecimiento exponencial se muestran 
más inestables que el basado en la apertura: los prime
ros, por ejemplo el de Forman, presentan una singulari
dad cuando la longitud de grieta se aproxima a la crítica, 
por lo que son particularmente sensibles a divergencias 
numéricas. Se está estudiando la forma de determinar 
un incremento variable de ciclos en el modelo lineal con 
cierto significado físico que se comporte correctamente 
para todas las zonas de la vida de la probeta. 

Como segundo método factible, el basado en la apertura 
efectiva es el que mejor se ajusta y converge al resultado 
esperado en la zona próxima a la rotura, por lo que se está 
desarrollando otro modelo basado en la apertura efectiva 
que ajuste mejor a la curva de crecimiento de grieta. 
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